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i Qué es la Geometria Algebraica?

“La geometria algebraica es uno de los temas mas antiguos y desarrollados
de las matemadticas. Esta intimamente relacionada con la geometria
proyectiva, el andlisis complejo, la topologia, la teoria de nimeros y muchas
otras dreas de la actividad matemadtica actual. Ademas, en los dltimos afios
la geometria algebraica ha experimentado grandes cambios de estilo y
lenguaje. Por estas razones ha surgido en torno a esta materia una
reputacién de inaccesibilidad.”

(Prefacio a Principles of Algebraic Geometry de Griffiths y Harris)

alex i6sif Polinomios er ciencia




Pero, jqué es la Geometria Algebraica?

@ Primera aproximacion:

o Estudia soluciones de ecuaciones polinémicas (el tema de esta charla)
e También (segiin Dieudonné):

o La clasificacién de objetos algebraicos
El estudio de puntos infinitamente cerca (multiplicidad)
Extensién de los escalares (puntos complejos, puntos genéricos)
Extensién del espacio (espacio proyectivo, espacio n—dimensional,
esquemas)
e Anilisis y topologia en geometria algebraica (geometria compleja;

algunas conjeturas de por medio, como las conjeturas de Hodge)

° Algebra conmutativa y geometria algebraica

@ También:
o Teoria de numeros

o FEt caetera
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Emmy Noether (1882-1935)
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Alexander Grothendieck (1928-2014)
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Un ejemplo sencillisimo, tres puntos de vista
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Ejemplo sencillo: Geometria Algebraica Compleja

Problema

Consideremos la siguiente ecuacién de grado 2:
2 _
x“ 4+ bx+c=0.
i Cudntas raices complejas tiene?

Respuesta

Exactamente dos?:
—b++VA
2 )
donde A es el discriminante del polinomio x2 + bx + ¢, es decir

X12 =

A = b? — 4c.

?Contadas con multiplicidad.
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Ejemplo sencillo: Geometria Algebraica Real

Problema

Consideremos la siguiente ecuacién de grado 2:
x2+ bx+c=0.

i Cuantas raices reales tiene?

Respuesta

Tiene dos, una, o ninguna, dependiendo del signo de A:

—b+ VA

X12 = 5

donde A es el discriminante del polinomio x? + bx + ¢, es decir
A = b —4c.
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Ejemplo sencillo: Geometria Semi-Algebraica

Consideremos la siguiente ecuacién de grado 2:

x2 4+ bx+c=0.

i Cudntas raices reales positivas tiene?

Respuesta
Tiene dos, una, o ninguna, dependiendo del signo de A, de by de b+ VA:
—b+ VA
X1,2 = f’

donde A es el discriminante del polinomio x2 + bx + ¢, es decir
A = b% — 4c.
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Una brevisima introduccién a la geometria algebraica
computacional
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De vuelta al dlgebra lineal: eliminacién Gaussiana

Supongamos que tenemos el siguiente sistema lineal:

x+y+z=0
x—y+z=0

Si usamos la eliminacién Gaussiana, obtenemos el sistema equivalente

y=0

x+z=0
Este dltimo sistema equivalente es mucho mas sencillo que el primero, ya
que nos dice las soluciones con muy poco o ningtin esfuerzo.
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i Eliminacién Gaussiana para sistemas de polinomios?

Interseccidn de una circunferencia con una recta:

X2—|—y2—1:0
X—y=

El siguiente sistema equivalente es mucho mas sencillo

y?=3=0
x—y=0

Bases de Grobner

@ El segundo sistema representa una Base de Grobner del primero.

@ Es mucho mas sencillo leer las soluciones en la base de Grobner.
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onto 1))

Algoritmo de Buchberger (complejidad d

Entrada: Un conjunto de polinomios finito F que genera un ideal |
Salida: Una base de Grobner G para |

Q@ G=F
@ Para cada f;, f; en G, se denota por g; al término lider de f; con
respecto del orden dado, y por a;; al minimo comin miiltiplo de g; y g;.

© Se escogen dos polinomios en G, y se denota
Sij = (aij/&)fi — (aij/ g)f;

@ Se reduce 5,-j, mediante el algoritmo de divisién multivariable, con
respecto del conjunto G hasta que el resultado no se pueda reducir
mas. Si el resultado es distinto de cero, se afiade a G.

© Se repiten los pasos 2-4 hasta que todos los pares posibles hayan sido
considerados, incluidos los que contienen polinomios afadidos en el
paso 4.

@ Se devuelve G.

alex i6sif Polinomios er ciencia



Ejemplos de aplicaciones
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Ejemplo 1: Brazo t

Quieremos saber si podemos alcanzar un punto
(a, b) con la mano del robot.

Hay que resolver el sistema de ecuaciones:

length/; O3 length 7,

e a = I3(cos 6y cos By — sin 61 sinB2) + | cos by
b = (cos 0y sin 6 + cos B, sinB1) + k sin 01

(Fuente:

Cox et al., Ideal, Varieties, and Algorithms)

Sistema polinémico equivalente (sustituir cos6; — ¢; y sin; — s;):
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| 2 3 2 2|

| ax13 —ab-b -bKl2 +bxl3 |

| s1+ s2 + |

| 2 2 2 2 |

| a +b 2a 12 + 2b 12 |

1

R

G_1

| 2 2

| - -b +12 +13 |

| 2 + ————————

| 212%13 |

1

R

G_2

| 3 2 2 2|

| —bx13 —a -—ath -axl2 +axl3 |

| c1 + s2 + |

| 2 2 2 2 |

| a +b 2a 12 + 2b 12 |

1

R

G_3

| 4 22 4 2 2 4 2 4|

| 2 a +2ab +b -2a12 -2b12 +12 -2a13 -2b13 -212 13 + 13 |

| s2 + |

| 2 2 |

| 412 13 |
alex i6sif ciencia 16 / 27




Ejemplo 2: Arte, visidn artificial e interseccién de paralelas
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Ejemplo 2: Arte, visidn artificial e interseccién de paralelas
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Ejemplo 2: Arte, vision artificial e interseccién de paralelas

[Pietro Perugino, Entrega de las llaves de San Pedro]
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Ejemplo 2: Arte, visidn artificial e interseccién de paralelas

Ya no es adecuado usar R? (plano Euclideo), sino P? (plano proyectivo).

image 1 image 2

Mnar surface

[Fuente: Hartley et al., Multiple View Geometry in computer vision]
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Ejemplo 3: Estadistica Algebraica

@ Variable aleatoria X que puede tomar los valores 0, 1, 2 con
probabilidades pi1, p2, ps.

@ Los nimeros p1, po, p3 satisfacen
pir+p2+p3=1 0<p <L

@ Si X es una variable aleatoria binomial con pardmetro gy n =2,

entonces 5
pi = <i>q’(1 —q)*",

en cuyo caso pi1, p2 Yy p3 satisfacen

4popr —pi =0, p1+p+ps=1 0<p <L
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Ejemplo 5: Bioquimica y un discriminante “real”

Phosphorylation
ATP g -{3 )4 ADP
| = “,& ) H
iy a0 Kinase /
1Y . ‘E’ ) /
= Phosphatase
:‘,’ . Y 3 o 73 ‘\..‘
+ T, o : 1
Pi Ko & H,0
Depl?d‘;phorylation

[Fuente: Seok, S.-H. Structural Insights into Protein Regulation by Phosphorylation and Substrate Recognition of Protein

Kinases/Phosphatases. Life 2021, 11, 957]
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Ejemplo 5: Bioquimica y un discriminante “real”

k: k: k. ki

A+ E F)l AE; — Ap+ E1 <_T4> ApE1 — App + E1
2 5
k7 ko k1o k12

App + E k<:> AppE2 — Ap-|— E <k_> APE2 » A+ E>
8 1

[S] = —ki[S][K] + ka[SK] + k12[S,P]
[K] = —ki[SI[K] + (k2 + ks)[SK] — ka[K][Sp] + (ks + ke)[SpK]
[SK] = ki[S][K] — (k2 + k3)[SK]
[Se] = ka[SK] — ka[K][Sp] + ks[SpK] + kol SpeP] — k1o Spl[P] + k11[SpP]
[SoK] = ka[K1[Sp] — (ks + ke)[SpK]
[Sop] = ks[SpK] — kr[Sppl[P] + ks[SppP]
[P] = —ke[Sppl[P] + (Ks + ko)[SppP] — k1o[Spl[P] + (K11 + ki2)[S,P]
[SppP] = ki Sppl[P] — (ks + ko)[SppP]
[SoP] = kio[Spl[P] — (ki1 + k12)[S,P).
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Ejemplo 5: Bioquimica y un discriminante “real”
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Ejemplo 5: Bioquimica y un discriminante “real”
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Trabajo de Fin de Grado:
Geometria Computacional
Aplicaciones a alguno de los temas mencionados
Geometria Algebraica mds tedrica
etc.
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