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Division “Euclidea”
antes de Euclides

« "A mijuicio, todo este libro [Libro VII] debe atribuirse a los
pitagoricos previos a Arquitas.”
(van der Waerden, Science Awakening)

Arquitas: ;maestro o discipulo de Platén?

« “[...] y que estuvo mucho tiempo con Arquitas de Tarento y Timeo
de Locris, y se hizo con los comentarios de Filolao, y que, como la
fama de Pitagoras dominaba en ese momento y lugar, se entrego
a la escuela de Pitadgoras y a esos estudios.”

(Cicerdn, De re publica)

« "[...] sin embargo, al principio fue despreciado [Arquitas] y debio

sus notables progresos a estudiar con Platon™

(Demdstenes, Ep®TIKOG) ‘h




Fuclides, Libro VI

Proposicion 1: Dados dos numeros desiguales y restando
sucesivamente el menor del mayor, si el que queda no mide
nunca al anterior hasta que quede una unidad, los nuUmeros
iniciales seran primos entre si.

Proposicion 2: Dados dos numeros no primos entre si, hallar su
medida comun madxima.

El algoritmo de Euclides calcula el mdximo comun divisor de dos
nUmeros.

Ejemplo:
24y 14:24-14=12,14-12=2,12-6-2=0.
Por lo tanto el mdximo comun divisor de 24y 14 es 2.
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5Y en ofros anillose

Siglos XIX XX:
« Culpables de ampliar este algoritmo a otros anillos (anillos Euclideos).
« Siglo XX: Culpable de la denominacién division Euclidea (es decir, division con
resto en anillos Euclideos).

Ejemplo:
Consideremos los polinomios P(x) = x° + 2x3 + x y Q(x) = x* — 1. Podemos usar
exactamente el mismo algoritmo para calcular el med(P, Q):
(x5 4+ 2x3 + x) —x(x* — 1) = (2x3 + 2x),

x*—1) — %X(ZXS + 2x) = (—xz — 1),

(2x% + 2x) — (=2x)(—x%2 —1) = 0.
Asi que mcd(P,Q) = —x* — 1.



Polinomios vs.
numeros enteros

Parece que estos polinomios se comportan como si
fueran numeros.

“El estudio de dominios cada vez mas abstractos y
complejos no hizo tambalearse Ila conviccion,
madurada en el siglo XIX, de que cualquier cosa
puede relacionarse con el simple concepto de
numero entero, mientras que el numero entero, a su
vez, puede relacionarse con el todavia mads simple
concepto de conjunto.”

(Zellini, La matemdatica de los dioses y los algoritmos de
los hombres)

(De Blog de Matemdticas y TIC's)




Sturm

Sturm (1829) infroduce una variante de la division
Euclidea, para un caso muy concreto:

» Se empieza dividiendo un polinomio entre su derivada.

> Y en vez de quedarnos con el resto de la division, nos
quedamos con su negativo.

»Y seguimos, hasta llegar al cero.

. Qué conseguimos con ello?

» Un método para contar las raices de un polinomio en
cualguier intervalo.

Portrét des jungen Wissenschaftlers. Ol auf Leinwand von Francois
d'Albert-Durade nach einer 1822 angefertigten Skizze von Sturms
Kollege Jean-Daniel Colladon (Bibliotheque de Geneve).
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Regla de los signos de
Descartes

o Se trata de un algoritmo intfroducido por Descartes en 1637.

o Acota el nUmero de raices positivas n, (p) de cualquier polinomio p en un intervalo:
ny(p) < N(p), con n,(p) = N(p) (mod 2),

Donde n, (p) se cuentan con multiplicidad.

Ejemplo: p = x3 + x + 1 no tiene raices positivas porque N(p) = 0.

Con una transformacién podemos acotar el nimero de raices en cualquier intervalo

GALL. PERRONI DOM . SUMMUS xmu ET PHILOS, ax _l_
conad — bc # 0.

m»‘mﬂaw”u any s miracule ca /‘L/
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Ejemplo: Con la transformacion x = —x, obtenemos para las raices negativas:
n_ < N(p(—x)), conn_(p) = N(p(—x)) (mod 2).
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Ejemplo 1:
Demostrar que el siguiente polinomio tiene exactamente 1 raiz real:

p(x) =x>+ 1.
Solucion:
En primer lugar, podemos ver que p(x) no tiene ninguna raiz positiva, pues N(p) = 0. En
segundo lugar, podemos observar que el nimero de cambios de signos en los coeficientes de
p(—x) = —x° + 1 es N(p(—x)) = 1, por lo que p(x) tiene como mucho una raiz positiva;
ademds sabemos que n_(p) =N (p(—x)) (mod 2); concluimos que p tiene exactamente
una raiz negativa. Como demostramos este polinomio que no tenia ninguna raiz positiva,

concluimos que tiene exactamente una raiz real. Es muy facil ver que estaraizesx = —1. m



Ejemplo 2:
Mostrar que, usando solamente la regla de los signos de Descartes sobre p(x) y sobre
p(—x), donde
px)=x+x*+x+1,

no es posible calcular exactamente el nimero de raices reales de p(x).
Solucién:/
Observamos que los coeficientes de p(x) no cambian de signo, por lo que concluimos que
p(x) no tiene raices positivas. Vamos a ver cuantas raices negativas tiene este polinomio.
Para ello, primero calculamos

p(—x)=—-x*+x*—x+1,
y observamos que sus coeficientes cambian de signo 3 veces. Concluimos que p(x) tiene 0 3

o 1 raiz negativa. m
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Secvuencias de Sturm

o La secuencia S(p) de Sturm de p(x) es una secuencia de
polinomios no nulos (sy, s1, S5, ... ) que dependen de p(x)
mediante |a siguiente recurrencia:

so = p(x),
s; =p'(x),
s; = —rem (p;_3, Di—1)-

o Para cualquier nUmero a € R U {+o}, denotemos por y,(a) el
numero de variaciones de signos de la secuencia

(SO (Cl), Sl (Cl), SZ (Cl), )

) O D .9 9 O .Q ©
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Mathematiques. 419

271, ANALYSE D'ON MEMOIRE SUR LA RESOLUTION DES FQUATIONS

NuMERIQUES; par M. Ch. Srura. (Lu i I’Acad. roy. des Scien.,

le 23 mai 1829.)

La résolution des équations numériques est une (uestion qui
n’a pas cess¢ d'occuper les géometres depuis Porigine de 'al-
gebre jusqua nos jours. La véritable difficulté de ce pro-
bléme se réduit, comme on sait, & trouver, pour cha-
que racine réelle de I'équation proposce, deux limites , en-
tre. lesquelles cette racine soit seule comprise. Les difl¢é-
rentes méthodes qui ont été proposcées pour arriver i ce
but sont trop connues pour qu’il soit nécessaire de les rap-
peler ici. Aucune ne peut étre comparée, sous le double
rapport de la simplicité et de I'exactitude , a celle que M. Fou-
rier a depuis long-temps découverte, et qui est fondée surune
proposition géncrale, dont la régle des signes de Descartes
n’est qu’un cas particulier. M. Fourier a fait connaitre les prin-

Teorema de Sturm (Jacques Charles
Frangois Sturm; 1829):

Sea p(x) un polinomio real. Entonces el
numero de raices reales de p(x)

halladas en un intervalo arbitrario (a, b),
donde a,b € RU {+o0}, esigual a

lxp(a) — xp(b)I.



Ejemplo 3:
Calcular el numero de raices reales del siguiente polinomio
plx)=x>+x*+x+1.
Solucién:
Empecemos por calcular la secuencia de Sturm de p(x). Usamos la siguiente pdgina para este

calculo: https://planetcalc.com/7719/

so=px)=x}+x*+x+1,
s;=p'(x)=3x+2x+1,

4 8
s, = —rem (Sg, 51) = —3X~ g

S; = —rem (s,,5,) = —9.
Ahora bien, si queremos calcular el nimero de raices reales, el intervalo en cuestién es
[—00, +0]. Calculemos pues el nimero y(+o0):
X (=) = (-, +00,+00, —9) = 2,
x(400) = (400, +00,—00,—-9) = 1.

Concluimos que p(x) tiene |y(—) — y(+)| = |2 — 1| = 1 raizreal. m
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Aplicacion al aulo

Ampliacién de Matemdticas en 4° de ESO (Académicas)
sTambién una sesion de ESTALMAT?

Alguna extension mds avanzada de 1° de Bachillerato, si es
que gqueremos demostrar algunas cosillas mads.
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=i WMy = Yy

=i WMy = Y\

o Intro tedrica de ecuaciones de 2° grado, con
ejemplos.

o Representar en GeoGebra los siguientes
polinomios y averiguar cudntas raices tienen en

los intervalos. Hacer también cdlculos analiticos.

% Raices positivas y negativas de x? — 1.
*2x2+x—1en(0,1), (5,00 y (-2,—3).
% x2—=2x + 1 en el intervalo (0, 2).

¢ x?+x+1enR.

o Ver qué ocurre cuando dividimos los polinomios
por uno de sus factores y paralelismo con los
enteros.

o Hacer también un ejemplo de division por no
factores. Justificar el Algoritmo de Euclides.

Sesion |
(grupos de 3 estudiantes)

[cf., Bonals, El trabagjo en
pequenos grupos en el aula]
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o Regla de los signos de Descartes para raices
positivas y negativas.
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o Se aplica laregla de los signos de Descartes a
los polinomios de la sesion anterior, y se

pregunta si los resultados son compatibles T A
con los de la sesion anterior. SeS|On 2

iz

(grupos de 3 estudiantes)

-
|

o Ejemplos de grado mayor, con la regla de
Descartes y GeoGebra.

y 4
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o Esto se podria justificar en 1° de Bachillerato.
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o Laregla de Descartes no calcula exactamente
el nUmero de raices.

o S& mencionan las secuencias de Sturm
(mostrando o no como se calculan).

o Para el cdlculo se podria usar la pagina
hitps://planetcalc.com/7719/

o Esto se combinard con el uso de GeoGebra

o Se aplican estas secuencias a los polinomios de
las sesiones anteriores.

o Trabajo para el futuro: 3Como justificarlo en 4°
de ESO o en 1° de Bachilleratoe

Sesion 3

(grupos de 3 estudiantes)
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o Recolectar datos.

o sComunicacion en matemadticas?e

o Comprobar si el alumnado ha entendido las

justificaciones de estos métodos.

Sesion 4

(grupos de 3 estudiantes)
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Va multumesc!




