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• "A mi juicio, todo este libro [Libro VII] debe atribuirse a los 
pitagóricos previos a Arquitas.”

(van der Waerden, Science Awakening)

Arquitas: ¿maestro o discípulo de Platón?
• “[…] y que estuvo mucho tiempo con Arquitas de Tarento y Timeo 

de Locris, y se hizo con los comentarios de Filolao, y que, como la 
fama de Pitágoras dominaba en ese momento y lugar, se entregó 
a la escuela de Pitágoras y a esos estudios.”

(Cicerón, De re publica)
• “[…] sin embargo, al principio fue despreciado [Arquitas] y debió 

sus notables progresos a estudiar con Platón”
(Demóstenes, Ἐρωτικός)

División “Euclídea” 
antes de Euclides

(Teano)
De Mujeresconciencia.com



Euclides, Libro VII
Proposición 1: Dados dos números desiguales y restando 
sucesivamente el menor del mayor, si el que queda no mide 
nunca al anterior hasta que quede una unidad, los números 
iniciales serán primos entre sí.

Proposición 2: Dados dos números no primos entre sí, hallar su 
medida común máxima.

El algoritmo de Euclides calcula el máximo común divisor de dos 
números.

Ejemplo:
24 y 14: 24 -14 = 12, 14 – 12 = 2, 12 – 6· 2 = 0.
Por lo tanto el máximo común divisor de 24 y 14 es 2. Museo de Historia Natural de 

la Universidad de Oxford
(De Turismo Matemático)



¿Y en otros anillos?
Siglos XIX XX:

• Culpables de ampliar este algoritmo a otros anillos (anillos Euclídeos).
• Siglo XX: Culpable de la denominación división Euclídea (es decir, división con 

resto en anillos Euclídeos).

Ejemplo:
Consideremos los polinomios P(x) = 𝑥! + 2𝑥" + 𝑥 y Q x = 𝑥# − 1. Podemos usar 
exactamente el mismo algoritmo para calcular el mcd(𝑃, 𝑄):

𝑥! + 2𝑥" + 𝑥 − x x# − 1 = 𝟐𝐱𝟑 + 𝟐𝒙 ,

x# − 1 −
1
2𝑥 2x

" + 2𝑥 = −𝒙𝟐 − 𝟏 ,

2x" + 2𝑥 − −2𝑥 −𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎.
Así que mcd 𝑃, 𝑄 = −𝒙𝟐 − 𝟏.



Polinomios vs. 
números enteros
Parece que estos polinomios se comportan como si 
fueran números.

“El estudio de dominios cada vez más abstractos y
complejos no hizo tambalearse la convicción,
madurada en el siglo XIX, de que cualquier cosa
puede relacionarse con el simple concepto de
número entero, mientras que el número entero, a su
vez, puede relacionarse con el todavía más simple
concepto de conjunto.”
(Zellini, La matemática de los dioses y los algoritmos de 
los hombres)

(De Blog de Matemáticas y TIC’s)



Sturm
Sturm (1829) introduce una variante de la división 
Euclídea, para un caso muy concreto:

ØSe empieza dividiendo un polinomio entre su derivada.
ØY en vez de quedarnos con el resto de la división, nos 

quedamos con su negativo.
ØY seguimos, hasta llegar al cero.

¿Qué conseguimos con ello?
ØUn método para contar las raíces de un polinomio en 

cualquier intervalo.

Porträt des jungen Wissenschaftlers. Öl auf Leinwand von François 
d'Albert-Durade nach einer 1822 angefertigten Skizze von Sturms

Kollege Jean-Daniel Colladon (Bibliothèque de Genève). 



Regla de los signos de 
Descartes
◦ Se trata de un algoritmo introducido por Descartes en 1637.
◦ Acota el número de raíces positivas 𝑛!(𝑝) de cualquier polinomio 𝑝 en un intervalo:

𝑛!(𝑝) ≤ 𝑁 𝑝 , con 𝑛! 𝑝 ≡ 𝑁 𝑝 mod 2 ,
Donde 𝑛!(𝑝) se cuentan con multiplicidad.
Ejemplo: p = 𝑥" + 𝑥 + 1 no tiene raíces positivas porque 𝑁(𝑝) = 0.

Con una transformación podemos acotar el número de raíces en cualquier intervalo
𝒙 ↦

𝒂𝒙 + 𝒃
𝒄𝒙 + 𝒅

, 𝒄𝒐𝒏 𝒂𝒅 − 𝒃𝒄 ≠ 𝟎.

Ejemplo: Con la transformación 𝑥 ↦ −𝑥, obtenemos para las raíces negativas:
𝑛# ≤ 𝑁 𝑝(−𝑥) , con 𝑛# 𝑝 ≡ 𝑁 𝑝(−𝑥) mod 2 .

(Descartes)
De Wikimedia Commons













Secuencias de Sturm
◦ La secuencia 𝑆(𝑝) de Sturm de 𝑝(𝑥) es una secuencia de 

polinomios no nulos (𝑠&, 𝑠', 𝑠(, … ) que dependen de 𝑝(𝑥)
mediante la siguiente recurrencia:

𝑠& = 𝑝 𝑥 ,
𝑠' = 𝑝) 𝑥 ,

𝑠* = −rem 𝑝*+(, 𝑝*+' .

◦ Para cualquier número 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞}, denotemos por 𝜒,(𝑎) el 
número de variaciones de signos de la secuencia

𝑠& 𝑎 , 𝑠' 𝑎 , 𝑠( 𝑎 , … .

Sturm
De Wikimedia Commons



Teorema de Sturm (Jacques Charles 
François Sturm; 1829):

Sea 𝑝(𝑥) un polinomio real. Entonces el
número de raíces reales de 𝑝(𝑥)
halladas en un intervalo arbitrario (𝑎, 𝑏),
donde 𝑎 , 𝑏 ∈ ℝ ∪ {±∞}, es igual a

|𝜒, 𝑎 − 𝜒, 𝑏 |.





Aplicación al aula

Ampliación de Matemáticas en 4º de ESO (Académicas)
¿También una sesión de ESTALMAT?

Alguna extensión más avanzada de 1º de Bachillerato, si es 
que queremos demostrar algunas cosillas más.



Sesión 1
(grupos de 3 estudiantes)
[cf., Bonals, El trabajo en 
pequeños grupos en el aula]

◦ Intro teórica de ecuaciones de 2º grado, con 
ejemplos.

◦ Representar en GeoGebra los siguientes 
polinomios y averiguar cuántas raíces tienen en 
los intervalos. Hacer también cálculos analíticos.

v Raíces positivas y negativas de 𝑥( − 1.

v 2𝑥( + 𝑥 − 1 en 0, 1 , (− '
(
, 0) y (−2, − '

(
).

v 𝑥(−2𝑥 + 1 en el intervalo 0, 2 .
v 𝑥(+𝑥 + 1 en ℝ.

◦ Ver qué ocurre cuando dividimos los polinomios 
por uno de sus factores y paralelismo con los 
enteros.

◦ Hacer también un ejemplo de división por no 
factores. Justificar el Algoritmo de Euclides.



Sesión 2
(grupos de 3 estudiantes)

◦ Regla de los signos de Descartes para raíces 
positivas y negativas.

◦ Se aplica la regla de los signos de Descartes a 
los polinomios de la sesión anterior, y se 
pregunta si los resultados son compatibles 
con los de la sesión anterior.

◦ Ejemplos de grado mayor, con la regla de 
Descartes y GeoGebra.

◦ Esto se podría justificar en 1º de Bachillerato.



Sesión 3
(grupos de 3 estudiantes)

◦ La regla de Descartes no calcula exactamente 
el número de raíces.

◦ Se mencionan las secuencias de Sturm
(mostrando o no cómo se calculan).

◦ Para el cálculo se podría usar la página 
https://planetcalc.com/7719/

◦ Esto se combinará con el uso de GeoGebra

◦ Se aplican estas secuencias a los polinomios de 
las sesiones anteriores.

◦ Trabajo para el futuro: ¿Cómo justificarlo en 4º 
de ESO o en 1º de Bachillerato?

https://planetcalc.com/7719/


Sesión 4
(grupos de 3 estudiantes)

◦ Recolectar datos.

◦ ¿Comunicación en matemáticas? 

◦ Comprobar si el alumnado ha entendido las 
justificaciones de estos métodos.
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¡Gracias!

Vă mulțumesc!


